Correction OS — TD 9 Filtrage

Correction OS — TD 9
Filtrage linéaire

| - Spectre d’un signal
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3. s(t) =s0+ Z e cos(nwt + ) = sp + Z ap, cos(nwt) + by, sin(nwt) avec sg =< s >=2V.
n=1 n=1

Le signal est maximal en ¢ = 0, on en déduit que la fonction s(t) est paire et donc b, = 0Vn.
Soit A2p = 0 et A2p4+1 = C2p4+1 = (21)(“#)2
2

+oo +oo
On a également s(t =0) =4V = sg +I;CQP+1 = 2+ZI(QPCT11)2 = 2+Cl% soit ¢; = % ~1,6V. On

obtient le spectre d’amplitude suivant :

Amplitude

1.5 ¢

0.5 1

0 100 200 300 400 500 600 700 800
f(Hz)

PTSI — Lycée Dorian 1 2023-2024



Correction OS — TD 9 Filtrage

4. s(t) = 4 cos(wt + 7/4) 4+ 3 cos(2wt + 3w/4) + cos(3wt) avec f = 3kHz et w = 27 f.
5. s(t) = 3 4 cos(wt + 7/4) + 3 cos(3wt + 7) + 4 cos(dwt) avec f = 2kHz et w = 27 f.

Il - Fonction de transfert

1. On détermine la nature du filtre (passe-haut, passe-bas, passe bande ou coupe-bande) en étudiant le
comportement du filtre & trés haute et trés basse fréquence. En basse fréquence, on peut remplacer dans
le schéma électrique les bobines par des fils et les condensateurs par des interrupteurs ouverts. En haute
fréquence, on peut remplacer dans le schéma électrique les bobines par des interrupteurs ouverts et les

condensateurs par des fils.

2. Pour les 4 filtres, on peut obtenir la fonction de transfert H = 2:9 en appliquant un pont diviseur de

tension. Il faut au préalable simplifier le circuit en remplacer 2 des 3 impédances par une impédance
équivalente (en série ou en paralléle).

3. L’ordre du filtre est donné par la puissance maximale de w qui intervient dans la fonction de transfert (en
général au dénominateur).

IIl - Lecture de diagrammes de Bode

1. — Filtre 1 : filtre passe-haut d’ordre 2 (car pente de +40 dB/décade).
— Filtre 2 : filtre passe-haut d’ordre 2 (car résonance).
— Filtre 3 : filtre coupe-bande d’ordre 2.
— Filtre 4 : filtre passe-bas d’ordre 1 (car pente de -20 dB/décade).

2. La fréquence de coupure ou caractéristique est donnée par ’abscisse de I'intersection entre les 2 asymptotes
basse et haute fréquence :

— Filtre 1 : f. = 10kHz.
— Filtre 2 : f. = 100 Hz.
— Filtre 3 : f. = 1kHz.

— Filtre 4 : f. = 100 Hz.

3. 1l faut superposer, sur les diagrammes en gain et en phase le spectre du signal d’entrée. Chaque composante
harmonique de fréquence f est amplifiée de Gap(f) et déphasée de p(f)
— Filtre 1 : s(t) = 04 £& cos(wt + m) + 5% cos(10wt + 7/4 + pi/2) + £ cos(100wt — 7/3).
— Filtre 2 : s(t) = 0+ £2 cos(wt +0,3) + £2 cos(10wt + m/4) + £2 cos(100wt — 7/3).
— Filtre 3 : s(t) = Eg + 0+ £ cos(10wt + 7T/4) £o cos(100wt — 7/3).
(t) =

— Filtre 4 : s(t + o cos(wt — m/2) + Lo cos(lOwt + /4 —7/2) + 125 cos(100wt — /3 — 7/2).

IV - Filtre passe-bande d’ordre 2

1. Comportement B.F. Comportement H.F.

e(t) R s(t) H=0 e(t) R s(t) H=~0

Le filtre se comporte bien comme un passe-bande.

2. —pourz <1, Hz)~j H‘ﬂ donc les asymptotes sont données par et Ggg = 20log (HO“)

) +20log(w)

H,
soit | Ggp = 201log (Qw
0
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— pourz > 1, H(x) =~ —j% donc les asymptotes sont données par et Gyg = 20log (%)

H,
soit | Ggp = 201log ( Zzw()) — 201log(w)

Les asymptotes permettent, par définition, de prévoir le comportement asymptotique du filtre, c’est-a-dire
pour w <K wp ou w > wy. Mais il ne permet pas de prévoir I'allure du diagramme réel en totalité, comme
on peut le voir sur les 3 graphes.

Remarques : les caractéristiques du filtre peuvent étre lues d’apres le diagramme de Bode :

— labscisse de l'interception des deux asymptotes donne wy ;

— le gain en wy donne Hy : H(wy) = Hy soit Gap(wo) = 201og(Hyp) ;
— lordonnée de l'intersection des deux asymptotes donne @Q : G4 = 20log (%)

3. La bande passante a -3 dB diminue lorsque ) augmente : plus Q) est élevé, plus le filtre est sélectif.

V - Filtre de Wien

1. Comportement B.F. Comportement H.F.

&
2
o
[
2
o

Le filtre se comporte comme un passe-bande, donc d’ordre 2.

(Zo//R) R
(@//R)_F@_'_Ravec@//l%—m.

2. H=

JjRCw
1+ 3jRCw — (RCw)?

On obtient en simplifiant ’expression | H =

3. On pose wy = 1/RC et & = W/w,.

1 1
On a alors H = ]ac 5 = T — = T 3 7~ En identifiant avec la forme canonique
1+3jx—x 34+ = +jz 1—|—7(:r—7)
Jjx 3 T
1 1
donnée dans I’énoncé, on trouve | Hy = 3 et |Q = 3
Hy

4. Le gain linéaire est donné par G = |H| =

L4 Q (= 3)°

Le gain est maximum quand le dénominateur est minimum donc pour x = 1. On a donc G4, = Ho soit
GaB.maz = 20log(Hy) = —201og(3) = —9,5 dB

Le déphasage est donné par ¢ = arg(H) = — arctan (Q (:v - %))

Pour =1, on a donc ¢ = 0.

1072 1071 10° 10! 10?

-10 50 \
- 102 101 10% 10! 102
X -20 = 5 | ‘ . .
-30
—40 —50

—50

phi(x)

GdB

X = wjwo = f/fo x = w/wo = fffo
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VI - Décomposition de Fourier et filtrage

1. — On lit en ordonnée du spectre : Vn, ¢, = b,, donc Vn, a, = 0.
— Onlit,en f =0, que < e >=¢y; =0,8V.
— La composante fondamentale est f; = 50 Hz, avec une amplitude ¢; = 1,0V. On détermine alors
w = 27Tf1.
— Vn, sin(p,) = —l;—: = —1 donc Vn, ¢, = —3.
—e(t=0)=¢ey+ Z en cos(nw X 0+ p,) =eg+ Z Cn c0s(n) = eg car Vn, @, = —73.

n=1 n=1

— Vi, e(t) = eg + by sin(wt) + by sin(3wt) + by sin(Jwt).

(H‘Ag ‘. (/’Hﬁ

O \&Q s l_h!{' (ii‘r‘" i{’”‘

vo f

—
Z P
(f \’/{;‘:‘ ‘ﬂjvfrr:'u 1J

)

4. Premiere bande de transition, pente minimale :

~(-3) S
= ——>=189dBdecad
Toz(3) 8,9 ecade

Seconde bande de transition, pente maximale :

-3—-6 1
= ——— = —18,9dBdecad
D2 Tog(3) 8,9 ecade

5. On propose un filtre passe-bande du deuxieme ordre avec comme fréquence centrale fo = 150Hz. Les
contraintes a respecter sont, en notations canoniques :

— en fo = 150Hz : | |H|(fo) = |Ao| > 2|
— en f* =50Hz ou en f* = 450Hz : Gap(f*) < —3dB d'ott ——A0l < \/Li et donc
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En choisissant fy = 150 Hz, c’est-a-dire au milieu de la bande passante du cahier des charges, on s’assure
. 2

que (’;—0 — J{c—‘i) a la méme valeur a 50 Hz qu’a 450 Hz, (% — 3)2 = 7,11. Il n’y a donc qu’une seule et

méme condition a respecter pour ces deux fréquences.

On remarque aussi que les deux conditions ne sont pas indépendantes : par exemple, le choix de |A|

contraint le choix de @). On donne ci-dessous quelques paramétrages possibles :

4] =2 = Q>0,992
|4g] =4 = Q>2,088
|4g] =8 = Q>4,226
4o =10 = @ >5,290

Le premier cas (JAo| = 2) est le cas limite de la premiere condition, et détermine la plus petite des valeurs
possibles pour le facteur de qualité pour pouvoir respecter le cahier des charges.

6. On repart des définitions du cours pour un filtre quadripolaire linéaire. On a le schéma suivant :

z

s

v, z, D v,
T HV,

Filtre quadripolaire

v
avec H = <i)
h— v .
—e/is=0
Quand on branche successivement deux filtres quadripolaires, on obtient le schéma suivant :

le = leg Iy le2 lo =1

Ve = Vel Zel [] Vsl Vez Zez[] VsZ = Vs

T Hl Vel T H2 VeZ

Filtre 1 Filtre 2

Pour chacun des deux filtres, on a toujours : H; = (E—l) et Hy = (ESQ)
islzo 7;52

Ve

Pour fonction de transfert de ’ensemble des deux filtres, on a H = (E—S) = (v”) .
is=0 Yer /=0

On remarque également que vy = v,5.
Pour le filtre 2, comme rien n’est branché completement a droite du circuit, on a ¢, = i, = 0 et donc

Vg =V = Hovoo = Hyvgy (1.1)

S

Pour le filtre 1, il est évident que 7,4 # 0 et on ne peut donc pas écrire v,y = H; v.;. En revanche, tous
les dipdles de la maille centrale étant en série, on peut écrire

Lo Leo
P R T 1.2
yél Z51 + 262 —1Qel Z51 + Ze2 =1 Qe ( )

Finalement, on a, pour i, =0

d’ou
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L’énoncé demande de trouver les conditions sur les impédances d’entrée et de sortie pour qu’on puisse
écrire H = HoH,. Ceci est obtenu pour | |Z.o| > |Z,1] | En effet, on a alors Z o + Z,, ~ Z., et donc
Zeo
Zg + Zey
Cette condition est la condition générale de transmission des signaux en électrocinétique.

~ 1, ce qui méne bien au résultat demandé.

. Les fonctions de transfert des deux filtres sont donc

. Aop
ﬂl (jw) = 1 + s W
] woB
pour le filtre passe-bas, et
. Aonj wa
H2 (-7 ) = 1 + s W
J WoH
pour le filtre passe-haut. On a donc
, , , Aonjz>=  Aop AogAopj ===
E(]CU) = E2<Jw)ﬂ1(]w) = 1 +jw£)H 1 +]L = . 1 1 e w?
worr wos 14 jw (m + wTH> ~ Donwos

pour I'ensemble des deux filtres.
On doit identifier cette fonction de transfert a la forme canonique d’un filtre passe-bande

Aoj g
IHigw — =

ce qui mene a
Wo = /WoHWOB
_ V/WoHWOB

woH + wWoB

woB
Ay = AogpAop————
woH +woB

=

La plus grande valeur possible du facteur de qualité est obtenue pour wogyg = wop et on a alors @ =

3
Compte tenu de ’étude menée a la question 5., cette valeur du facteur de qualité est trop faible. Il n’est
pas possible de respecter le cahier des charges avec deux filtres d’ordre 1.

. Exemple de spectre en sortie respectant le cahier des charges et le chronogramme associé :
amplitude 0.6 — s

)
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0,7 -
0.6 i 0.0 1
0,5 @
0.4 -0.21
03
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VIl - Etude compléte d’un filtre (fin)

Suite du TD 8.

4. On a . -
jLw _ 55 o

" 2R+ 2jLw— RLCw® 14 ke  LCw? T 14y

H(jw) = =

v w?

w
Quwo wg

€
5. D’apres la forme de sa fonction de transfert et d’apres ’étude menée au 1., il s’agit d’un filtre passe-bande
d’ordre deux.

Ao L L et L = % On en déduit :

6. On identifie les polyndmes terme a terme. On trouve : Ows = 3R> Owg = % "

[ 2 e 1
wo = E,Q—R ﬁet A0—§

7. wo = 1,00-103rads™t; Q = 3,00.

8. On écrit le gain :

_w A
|H](w) = gu; |

VO-5) ()

En basse fréquence, on a w < wy ou encore w% < 1. Dans le polynoéme sous la racine, c’est le terme d’ordre

w

le plus bas en -

2 2
qui prédomine, c’est-a-dire 1 : (1 — Z—z) + (ﬁ) =~ 1. On peut donc écrire en basse
0

fréquence : |H|(w) = ﬁ|140|- On en déduit une expression asymptotique du gain en basse fréquence :

. |AO|> (w) <A0|)
Gage(w)=20log(H)~20log| ——— ) =20 log [ — ) +20log [ — | = Y; w
aB(w) g(H) g<wO 0 g o g 0 l,dB( )

La pente de cette asymptote s’évalue facilement en dB decade ™! par p; = Yl’dB(ll?);)il’dB(w) = 20dB decade™!

Q‘Z; |A0‘
9. | lim G4p(w) = lim 20log ¢ =—00|

w—0 w—0 w2 2 w 2
(1-%) +(s5)

10. En haute fréquence, on a w > wpy ou encore w% > 1. Dans le polyndéme sous la racine, c’est le terme

4 2 2 4
d’ordre le plus élevé en == qui prédomine, c’est-a-dire (wﬂo) : (1 - “—2> + ( o ) ~ (i) . On peut

wo w? Quo wo
G | Aol

()"

donc écrire en haute fréquence : |H|(w) =~ = 551 Ao[- On en déduit une expression asymptotique

du gain en basse fréquence :

A
Gan(w) = 20 log(H) ~ 20 log (S&'A"') —| —20 log (5) +201log (‘)') — Yo.un(w)

0 Q
La pente de cette asymptote s’évalue facilement en dB decade ™! par p, = Yz’dB(llzz)@/Q’dB(w) = —20dB decade™!
. . o5 [Aol
lim Ggp(w) = lim 20log = —00|.
w——+00 w—+00 5 2 2
T R
JO-5)+ ()

11. On cherche w* telle que Y7 gp(w*) = Y3 gp(w*). Compte tenu des expressions trouvées précédemment, cela

mene a i A . A
20 log <w> + 201log (|0> = —20 log (w) + 20 log <|O|)
wo Q wo Q

40 log (w) =0 et |W"=uwg
wWo
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N A
A cette pulsation, | Y} qp(w*) = Y2 qp(w™) = 201og (E) .

AN. : V) gp(w*) = Yagp(w*) = 201log (ﬁ) — —201og(6,00) = —15,6dB,

12. ‘G(wo) = |H|(wo) = | Ao| ‘: 1 =0,5. On peut aussi répondre en décibels :
| Gan(wy) = 20log (|H|(wo)) = 2010g (|4o|) | = 201og (}) = —6,02dB.

13. La bande-passante & —3dB est l'intervalle de pulsation dans lequel G4 > G4B,maz — 3dB. 1l s’agit

rigoureusement du méme intervalle que celui défini par G > Gm—\/QET puisque 20 log (\%) = —3dB.

Ao

1+jQ(57,*%“

On commence par réécrire la fonction de transfert sous la forme H (jw) =
[Ao|
e ()’
On cherche donc les bornes wy et ws de Vintervalle [w ; ws], racines de 1’équation :
Gma:r _ |AO|
V2 V2

2
1+Q2(w—w°) —2 dou Q(w—wo):ﬁ:l

wo w wo w

il est trivial que la maximum de |H|(w) =

G(w) = |H[(w) =

c’est-a-dire

puis
Wo
WwE = - wg =0

Q

) . Sous cette forme,

est & la pulsation wg et vaut |H|maz = |4ol-

2
7 . 7 A . . . w, . N N
On a deux équations du second degré avec un méme discriminant A = ot 4w > 0, ce qui meéne a quatre

racines réelles de la forme :

4w 4 wh i
@ T Vgr A
2
Une pulsation est toujours positive, on conserve donc les deux seules racines positives

wg 2 wi 2
\/ 5% + 4w \/ gF T 4wy
“o + 7Q2 et Wy = “o 7Q2

2q > 07 2

w1 =

Finalement :

Aw =wy —wy =

wo _ 2
Q ~ RC

3 -1
AN.: Aw = 1001 xads — — 3337ads 1.

14. Diagramme de Bode en gain :

P byl o T

Wiy j W
| /,/i“\zsﬂogm: (eo)yms— 6B

|
/
L _ .\ (ZQ-QN(W:F?)&B
— J

I

Tl (Uel)miscam
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15. o(w) = arg(H(w)) = arg(Ao) — arg (1 +iQ (wi - %)) = arg(A4o) — arctan (Q (% - %))

lim p(w) = lim0 (arg(Ao) — arctan (Q (w - wO))) = arg(Ao) + g = g , car Ag = 3 > 0 donc arg(4g) =
w—>

w—0 wy W

0.

wli)r}rloo plw) = wli)r_{loo (arg(Ao) — arctan (Q (C:do - o::))) = arg(4op) — g = —g ,car Ag = 1 > 0 donc
arg(Ap) = 0.

‘ga(wo) = arg(Ap) —arg(l) = arg(A4p) =0 ‘, car Ag = 3 > 0 donc arg(4y) = 0.

N ‘ﬂ;_/L

Qe

Ty = Qur

w 10-10° rads—* _ . 3
16. wo ~ 1,00-103rads—1 — 1,0-10°.

17. On a wio = 1-10% > 1, on peut donc approximer le gain par son asymptote : Gap(w) ~ Yaqp(w) =
w A
—20 log (w—o) +20log (%) = —20 log (1,0 - 10%) + 20log (ﬁ) — (—60 — 15,6) dB = —75,6 dB.

Gap (@)

18. Gag(w) = 20log (v—g) donc | vgm = ver 1055

AN, : v = 325V x 10738 = 325V x 10738 = 325V x 1077 x 1042 = 325V x 107° x (10%3)" =
325V x 1075 x (2)* =325V x 107° x 16 = 0,05 V.
Remarque : on exploite le fait que log(2) ~ 0,3 donc 10°3 ~ 2.

19. Pour wio =1-10%, on a quasiment ¢ = -3

20. En basse fréquence, on a w < wp ou encore w% < 1, d’ou

j A jA Ay
H(jw) = ——20— ~ =22
1+jgs — 2 1
0 wq
Or
. Vg , s , Vg Y
H(jw) == d’ou, en basse fréquence : = ~ j—— A4,
v, v " Quo
et donc

. w
v, & j——Ap v,
Wo

—S

En revenant dans le domaine temporel, cela se traduit par :

Ay do,
Us(t) ~ QUSO dte

En basse fréquence, le filtre réalise donc approximativement la fonction dérivation.

En haute fréquence, on a w > wy ou encore wio > 1, d’ou

. . . A
Huy  JEEA A ighd e
AV T e e T e T Tawr T T
jQwo w? w? J w?

v v Agwy 1 Apwo v
H(jw) == d’ou, en haute fréquence : =2 = 200~ et done v, A SL0 e
v v Q Jjw ° Q Jjw
Ye Ye
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En revenant dans le domaine temporel, cela se traduit par :

vg(t) &

Apwo

Q

/ vedt

En haute fréquence, le filtre réalise donc approximativement la fonction intégration (ou primitivation).
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