Oscillations libres et forcées Correction OS —TD 7 Oscillateurs amortis

Correction OS — TD 7
Oscillateurs amortis en régime transitoire

| - Décrément logarithmique

1. On écrit la loi des mailles £ = ugr + up, + uc = Ri + L% + u et la relation courant-tension aux bornes
du condensateur ¢ = C%. On obtient I'équation différentielle régissant u(t) qu’on réécrit sous forme

canonique :
i;—i—g%—!—wgu(t) =wiE| avec wy= \/%70 et Q:% é
2. L’équation caractéristique associée est r2 + %r + w2 = 0, dont le discriminant est : A = (%)2 — 4w3.
Pour avoir un régime pseudo-périodique, il faut A < 0 soit | Q@ > % .
3. — Les 2 racines complexes de ’équation précédentes sont alors 71 2 = —;’—5 + jwo, /1 — ﬁ.

— On pose 7 = % et w=wpy/1— ﬁ, Pexpression de u est alors u(t) = Ae~ = cos(wt + ) + Une.

— U correspond a la tension aux bornes du condensateur une fois le régime permanent atteint. La
bobine est alors équivalente a un fil et le condensateur a un interrupteur ouvert. On en déduit i, =0
et donc us, = F.

— A et ¢ sont donnés par les conditions initiales. En supposant que, en t < 0, ¢ et u sont nuls, on en
déduit, par continuité de la tension aux bornes du condensateur u(t = 0%) = Acos(p) + E = 0. De
méme, i étant le courant & travers la bobine, on a i(t = 0%) = 0 soit 9%(¢t = 0%) = 0 ce qui donne
—Awsin(p) = 0. Au final A = —F = —u et ¢ = 0. Soit

u(t) = too (1 —e T cos(wt))

T,
4. T =20 s0it | T = ——ee
« V1 —1/4@?

approximation est justifiable dés que @ > 5).

.SiQ > 1, T ~ Ty (en pratique, il suffit que 1/4Q? soit petit devant 1, cette

5. Par convention, le régime transitoire disparait au bout de 37 (le signal a alors atteint 95 % de sa valeur
finale). Le nombre d’oscillations effectuées par la tension pendant cet intervalle de temps est donc

1267 3
n = 3% = 5% . %/“22 soit |n = Q\/1—1/4Q2 .Si Q> 1, on aalors n ~ 39 ~ Q. Lors de la lecture
o

s

d’un chronogramme, on peut alors assimiler le nombre d’oscillations distinguables au facteur de qualité
Q.

6. Pour tracer le chronogramme de u(t), on commence par tracer en pointillés asymptote yo(t) = us et les
deux enveloppes 1 (t) = teo (1 - e*%) et ya(t) = oo (1 + 67%). On finit enfin par u(t) en tragant Q@ =5

oscillations avant la fin du régime transitoire.

7. 0n a u(t) — o = —tiose™ 7 cos(wt) donc u(t +T') — us = e cos(wt) (car le cos est périodique
_ 1
de période T'). Soit u&if){)fjjw = ef@ =e7. On en déduit § = L. Compte tenu des expressions de T et
woT 27
T obtenues précédemment, on trouve |§ = 0" LSiQ>1,6~ %
2Q 4Q2 -1

8. On voit directement us, = 3 V.
— Le premier minimum de la courbe est en ¢t =0, le 11° en ¢t = 6,3 ms. Donc T' = 0,63 ms

— On a u(0) —us = =3V et u(67T) — s = —0,45V donc 65 = In (%) soit 6 = 0,316.
— On distingue plus de dix oscillations sur le chronogramme, on peut alors utiliser les relations simpli-
2

fiées pour @ > 1. En prenant T' = 3Zms et § = 75, on obtient wy = 10rads™' et Q = 10.
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Il - Régime transitoire d’un circuit RLC paralléle

wlh)u=12E ) @i =0

1. Avec tous les dipdles en convention récepteur : (a) : [ig = i

du
de [

2. Pour les temps positifs, la consigne imposée au circuit est stationnaire. Donc le régime permanent, qui sera
atteint au bout d’un temps suffisamment long, sera lui aussi stationnaire. On aura donc Vt > 7, L(t) =
ir,sp(t) = Cste. Or Vt > 0, u(t) = Ldé—f donc Vt > 7, u(t) = 0. Ceci suffit également pour conclure que

Uso =

m u(t) =0]|

li
t——+oo

3. On écrit la loi des noeuds :

t d
YVt > 0,1 =ig(t) +ic(t) +iL(t) ou encore : ¥Vt >0, I = % +Cdiz +ir(t)

On dérive cette équation par rapport au temps :

1 du d®u u(t)
Vt>O7O_E5+C@+T

Enfin, on la normalise :

d?u 1 du  u(?)
viso U, L du ult)
>0 g TRea T e 70

4. Les formes canoniques sont :

d?u wodu

vVt >0, — + + W u(t) = W v

a2 T Q dt
et
vt >0 dQ—u—i—QQw%—i—wQu(t)—wQu
e Oqe 0T T 0 e

On en déduit, par identification :

wo 1 @ = g

Q RC Vol
Wi = 1o . Q = Ry%
20 _ ¢ dou

C e o = &%
thoo U = 0

5. AN.: Q=10; wo=1,0-10*rads™"; a = 0, 050.

6. On pose I'équation caractéristique associée a I’équation différentielle :
A2 0Ny w? = 0 dont le discriminant est : A = 4w S 1
Q 4Q?

Ona@=10> %, donc A < 0 et les racines sont complexes conjuguées :

wo . 1
rao=——~=Fjwo/l——5
1,2 20 J wWo 1 Q2
qu’on réécrit en introduisant le temps de relaxation 7 et la pseudo-pulsation w :
2 1
rio =——* jw|avec T:—Q:2RC’ et lw=woy/1l——5
’ T wo 402

7. Le régime transitoire est donc pseudo-périodique et la forme générale de la solution est :

Vit >0, u(t) = teo + Ae 7 cos(wt + @)
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8. Détermination de u(t = 07) : on sait que Vt,u(t) = % et que, at =07, q(t =07) = qo, donc u(t =

07) = &. La tension aux bornes d'un condensateur étant continue temporellement, on a donc :

u(t =0") = u(t=0") = %0
Détermination de (%‘)H_nﬂ :
t d
VE >0, T =ip(t) +ic(t) +iL(t) = % + Cd—? +ir(t)

donc

t=0" d
M:O*,I:W+C<£> +ig(t=0")
(t=01)

L’intensité du courant traversant une bobine étant continue temporellement, on a donc ir(t = 07) =
ir.(t =07) = ip. Finalement :

(du) __ Q0 I—1g
dt /) (1—o+) RC? C

9. Dans la suite, on prend u,, = 0. On prépare le systeme d’équations utiles :

Ae 7 cos(wt + @)
—ée’% cos(wt + @) —wAe 7 sin(wt + p)

£ =
\

u(t
vt >0, { s
dt
On écrit ce systéme en t = 07 :

L A cos(p)
\ — —+ C
at=0", { — IEZO = —Z2cos(p) —w A sin(p)

On organise le systéme en isolant les inconnues a gauche et les données a droite :

R Acos(p) = L
at= O+, { . ¢ —3
Asin(p) = % (RQCO,Z — é cos(yp) — —ICU)

Etant donné que 7 = 2RC et que A cos(yp) = 4, on remarque que gz — é cos(p) = shz

Finalement, en prenant la somme des carrés des deux lignes et le rapport des deux lignes, on trouve :

VE >0, u(t) = Ae 7 cos(wt + ¢)

_ JpwN (L e ie—TYY _C [ q i1
A_\/(C) +<w (2RC2+ c )) et tan(‘p)_qow<2Rc2+ c )

Remarque : étant donné que A cos(¢) = & > 0, on peut en déduire que ¢ = arctan (L (3% + i051)>_

avec

qow \2RC?

I1l - Amortisseurs de voiture — Etude statique et régime transitoire

1. Par lecture de la courbe :
(a) vg=1ms™}t;
(b) 20 =0,05m < £y = 0,5m; le ressort est donc initialement comprimé;
(c) 0,32m < zeq < 0,33m;
)

(d) le régime transitoire est pseudo-oscillatoire car on observe bien plusieurs phases de vitesses positives
et négatives, ce qui prouve que 'objet oscille;

(e) @ = 5 puisqu’on voit environ 5 successions de vitesses positives puis négatives.
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2. Initialement, la vitesse est positive donc z . AN y e eshA w2 oYy,
commence par croitre. La vitesse v est nulle ; g '
quand z est extrémale, ce qui permet de po- ; ’ ‘ /
sitionner les maxima et minima de z. Le pre- 7/t N — < e
mier maximum de z est légérement supérieur | \ »
0,5m. Le troisieme est environ a 0,4m, etc. | v
La valeur finale est z., identifiée a la question \ oo
précédente. . / oy ©

)0

3. On commence par un schéma.
— Systeme étudié : objet ponctuel situé en M, de masse m, et
représentant un quart le masse de la voiture.

=

A
! v 477 g “3 — Référentiel (R) lié a la route. Repére (O,z,y,z) carté-
M () % sien dans (R). Base orthonormée et cartésienne dans (R) :
‘i A (ﬁﬂcv ﬁyv ’JZ)
T ! vy I o .
f — OM = 21, ; Uppyp = 24Uz Ay R = 2 U
()R " | ¢ L — Bilan des forces s’exercant sur le systéme :
n Lo s 1Tl s
-~ I | —poids:?:mg':—mgﬁ’z;
{ |
{ | — force de ra%)el élastique : ?el = —k (¢ —4y) i, avec
o (=2 don Fo=—k (2~ o) .
NS v S
¥ Corlry R8st — force de frottement fluide linéaire : ?f = —hvyr =

—hZzd,.
— On applique la RFD a M dans le référentiel (R) supposé galiléen :

Vt7 m&’M/R = ﬁ"‘?el +?f

Vi, mZid, = —mgi, —k (2(t) — {y) U, —hzZu,

On projette ’équation vectorielle précédente sur le vecteur @, :

‘Vt, mz=—-mg—k (z(t)—ﬁo)—hz"

4. A équilibre, la masse est immobile dans (R) et on a donc V¢, 2 = 0 et V¢, ¥ = 0. D’autre part, a I'équilibre
Vt, 2(t) = zeq. On reporte ces résultats dans I’équation différentielle :

Vt, 0 =—mg —k (2eq — o)

et finalement

mg

Zequo— &

Remarque : on retrouve bien que z.q < £p, ce qui est logique puisque la voiture comprime le ressort.

On en déduit :

k
m = ;(50 — Zeq)

AN. :m=10Nm"0 o (g 5m —0,325m) = L0K85 7 o 0 175m = 0,175 kg = 0,18 k.

10ms—2 10ms-2
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